Examen de Analisis Complejo
8 de julio de 1999

. Sea f una funcién entera no constante. Dado un ndmero p > 0, definamos:
Ep ={z€C:|f()| <p}, K ={zeC:[f(9)l <p}.
a) Pruébese que la adherencia de E es igual a Fp,.
b) Justifiquese que en cada componente conexa acotada de Ej, hay algtin cero de f.

. Pruébese, integrando una conveniente funcién compleja a lo largo de la poligonal cerrada
I'(a,b) = [a, b, b+2mi, a+2mi,a] (a <0< b),que
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donde o es un parametro real tal que 0 < . <2y o # 1.

Nota: Para calcular el residuo puede usarse laigualdad ¢*+1=— (5" —1) = (z—in)Q(z),

donde @(z) = — il(rH- D!(z—im)".
n=0

. Hillese el nimero de ceros del polinomio P(z) =z’ —z* — 4746

a) En el disco D(0,1).

b) En el semiplano de la derecha.

. Calculense todos los isomorfismos conformes del dominio
Q={zeC:|z+1] < V2, z—1] <V2}
sobre el disco unidad que dejan fijo el punto z = 0.

. Sea f una funcién entera no constante y supongamos que hay un nimero complejo o # 1
tal que f(z) = f(0z) para todo z€ C.

a) Pruébese que, f(z) = f(o"z) para todo n€Z y todo z€ C, y dediizcase que, necesaria-
mente, |ot| = 1.

b) Justifiquese que el conjunto {a" : n € Z} es finito y, por tanto, existe m € N tal que
o =1.

c) Seam el menor ndmero natural tal que o = 1. Justifiquese que hay una funcién entera
g tal que f(z) = g(") para todo z€C.



